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Resumen 

El presente estudio analiza la complejidad de las ecuaciones diferenciales no lineales cuando 

intervienen parámetros pequeños que originan perturbaciones singulares, generando capas 

límite, rigidez numérica y comportamientos multiescala. El objetivo fue evaluar la eficiencia 

de los métodos de perturbación singular en términos de precisión, estabilidad y capacidad de 

aproximación en distintos modelos matemáticos aplicados. La investigación se desarrolló 

bajo un enfoque cuantitativo, con diseño no experimental y alcance correlacional–

explicativo, mediante el análisis de 126 estudios científicos y simulaciones computacionales 

en modelos representativos como Van der Pol, reacción-difusión y sistemas epidemiológicos. 

Se aplicaron técnicas estadísticas avanzadas como la correlación de Pearson, el análisis 

multivariado de varianza (MANOVA) y la regresión no lineal. Los resultados más relevantes 

evidencian que las expansiones asintóticas emparejadas y el método de escalas múltiples 

presentan mayor precisión y estabilidad, con menores errores de aproximación en 

comparación con métodos numéricos convencionales. Asimismo, se identificó una relación 

inversa significativa entre el parámetro perturbativo y el error, confirmando que la 

disminución de dicho parámetro incrementa la complejidad del sistema. Se concluye que los 

métodos de perturbación singular constituyen herramientas fundamentales para el análisis de 

sistemas no lineales complejos. 

Palabras clave: perturbación singular, ecuaciones diferenciales no lineales, análisis 

asintótico, estabilidad numérica, escalas múltiples. 

Singular Perturbation Methods in Nonlinear Differential Equations 
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This study analyzes the complexity of nonlinear differential equations when small parameters 

generate singular perturbations, leading to boundary layers, numerical stiffness, and 

multiscale behavior. The objective was to evaluate the efficiency of singular perturbation 

methods in terms of accuracy, stability, and approximation capacity in different applied 

mathematical models. The research followed a quantitative, non-experimental, correlational–

explanatory design based on the analysis of 126 scientific studies and computational 

simulations applied to representative models such as Van der Pol, reaction-diffusion systems, 

and epidemiological models. Advanced statistical techniques, including Pearson correlation, 

multivariate analysis of variance (MANOVA), and nonlinear regression, were applied. The 

most relevant results show that matched asymptotic expansions and multiple-scale methods 

provide higher accuracy and stability, achieving lower approximation errors compared to 

conventional numerical methods. Additionally, a significant inverse relationship was 

identified between the perturbation parameter and the error, confirming that smaller 

parameters increase system complexity. It is concluded that singular perturbation methods 

are essential tools for analyzing complex nonlinear systems. 

Keywords: singular perturbation, nonlinear differential equations, asymptotic analysis, 

numerical stability, multiple scales. 

Introducción 

Las ecuaciones diferenciales no lineales representan uno de los núcleos analíticos más 

complejos dentro de las matemáticas aplicadas debido a que describen fenómenos donde las 

relaciones entre variables no mantienen proporcionalidad lineal y, por tanto, generan 

comportamientos altamente sensibles a pequeñas variaciones paramétricas. Dichos modelos 

se encuentran en mecánica de fluidos, transferencia térmica, dinámica orbital, teoría de 

control, sistemas biológicos, propagación epidemiológica y física de materiales avanzados. 

En estos escenarios, la presencia de parámetros pequeños multiplicando derivadas de orden 

superior produce problemas de perturbación singular, en los cuales los procedimientos 

exactos tradicionales resultan insuficientes debido a la aparición de capas límite, regiones de 

transición rápida y soluciones degeneradas (Valencia, 2022). 

Desde una perspectiva analítica, los problemas de perturbación singular difieren 

sustancialmente de los problemas de perturbación regular porque cuando el parámetro tiende 

a cero se modifica la estructura del sistema original y, en muchos casos, desaparecen 

condiciones de frontera o condiciones iniciales relevantes. Esta característica ha impulsado 

el desarrollo de herramientas especializadas como las expansiones asintóticas emparejadas, 

el método de escalas múltiples, el método WKB, el análisis de capas límite y las técnicas de 

reducción asintótica. Estas metodologías han demostrado alta utilidad en ecuaciones 

diferenciales no lineales donde coexisten escalas rápidas y lentas dentro del mismo sistema 

dinámico (Filobello et al., 2021). 

Durante los últimos años, la literatura matemática ha evidenciado una expansión significativa 

de los métodos de perturbación singular hacia modelos más complejos asociados con 

incertidumbre estocástica, operadores fraccionarios y ecuaciones no lineales acopladas. 



ISSN: 3151-8273 
DOI: 

 

Valencia (2022) desarrolló aproximaciones perturbativas aplicadas a ecuaciones diferenciales 

estocásticas no lineales, demostrando que dichas herramientas permiten estimar 

comportamientos promedio, varianza y respuestas dinámicas bajo condiciones de 

incertidumbre. De manera similar, Morales y Ramírez (2023) analizaron sistemas no lineales 

con singularidades múltiples y demostraron que los métodos asintóticos continúan siendo 

herramientas fundamentales para reducir errores de aproximación en modelos matemáticos 

de alta complejidad. 

En el campo de la ingeniería aplicada, la perturbación singular ha mostrado una utilidad 

creciente en problemas relacionados con vibraciones mecánicas no lineales, dinámica 

aeroespacial, circuitos eléctricos avanzados y procesos termoquímicos. Llibre (2021) estudió 

comportamientos periódicos y estabilidad estructural en sistemas diferenciales no lineales 

perturbados, evidenciando que pequeñas alteraciones paramétricas pueden modificar 

radicalmente la trayectoria dinámica de un sistema. Asimismo, Vázquez (2022) profundizó 

en ecuaciones de difusión no lineal y soluciones autosemejantes, aportando fundamentos 

relevantes para el análisis de sistemas singulares. 

Un modelo ampliamente utilizado para representar este comportamiento corresponde a la 

ecuación de Van der Pol, donde se observan simultáneamente dinámicas rápidas y lentas: 

𝜖
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ (𝑥2 − 1)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 = 0 

Cuando el parámetro 𝜖adquiere valores extremadamente pequeños, emergen capas límite y 

soluciones multiescala que requieren procedimientos especializados para obtener 

aproximaciones consistentes. Este tipo de ecuaciones aparece frecuentemente en 

neurodinámica, combustión, sistemas eléctricos y transferencia de masa. 

En términos investigativos, aún persisten limitaciones relacionadas con la convergencia de 

las soluciones asintóticas en sistemas altamente no lineales, el tratamiento de singularidades 

múltiples y la integración de algoritmos computacionales avanzados para optimizar la 

precisión de las aproximaciones analíticas. En consecuencia, este artículo analiza los 

métodos de perturbación singular en ecuaciones diferenciales no lineales desde una 

perspectiva teórica y aplicada, examinando sus fundamentos matemáticos, principales 

enfoques metodológicos y aplicaciones en problemas científicos caracterizados por elevada 

complejidad dinámica. 

Fundamentos analíticos de la perturbación singular en ecuaciones diferenciales no 

lineales 

Cuando un sistema de vibración mecánica presenta oscilaciones rápidas durante el arranque 

de una turbina industrial y posteriormente evoluciona hacia un comportamiento más estable, 

se evidencia la coexistencia de escalas temporales distintas dentro de una misma ecuación 

diferencial. Este tipo de fenómeno ilustra la relevancia de los métodos de perturbación 

singular en ecuaciones diferenciales no lineales, debido a que permiten estudiar sistemas 

donde pequeñas variaciones paramétricas generan transformaciones significativas en la 
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estructura de la solución. Las ecuaciones diferenciales no lineales describen procesos 

altamente complejos caracterizados por bifurcaciones, sensibilidad a condiciones iniciales y 

respuestas no proporcionales, elementos que dificultan la obtención de soluciones exactas 

mediante procedimientos clásicos (Quinga, 2021). 

Desde un enfoque matemático, una perturbación se considera singular cuando un parámetro 

pequeño multiplica derivadas de orden superior y, al tender a cero, modifica la naturaleza del 

problema original. Esta situación genera pérdida parcial de información matemática y obliga 

a construir soluciones internas y externas que posteriormente deben integrarse mediante 

técnicas de emparejamiento asintótico. Este comportamiento suele observarse en sistemas 

físicos con cambios abruptos cercanos a regiones fronterizas o puntos críticos de transición 

dinámica (Velázquez, 2022). 

En términos analíticos, el método de expansiones asintóticas constituye una de las 

herramientas más utilizadas para estudiar este tipo de problemas. Su finalidad consiste en 

identificar el comportamiento dominante de la solución cuando el parámetro perturbativo 

adquiere valores extremadamente pequeños. Sin embargo, en sistemas no lineales, las 

interacciones entre variables pueden amplificar errores de aproximación, lo que exige 

procedimientos más rigurosos para mantener consistencia matemática en todo el dominio de 

análisis (Salazar, 2022). 

De manera complementaria, el método de escalas múltiples permite descomponer procesos 

donde intervienen variables que evolucionan a ritmos diferentes. Esta metodología resulta 

especialmente útil en problemas de oscilaciones no lineales, dinámica estructural y 

transferencia de energía, donde una misma ecuación incorpora fases de comportamiento lento 

y rápido simultáneamente (Rodríguez, 2022). 

En el ámbito de la física aplicada, los sistemas rígidos representan otro campo donde la 

perturbación singular adquiere relevancia. En la cinética puntual de reactores nucleares, por 

ejemplo, ciertas variables evolucionan en microsegundos mientras otras presentan cambios 

graduales en escalas mayores. Esta diferencia temporal obliga a utilizar procedimientos 

perturbativos capaces de reducir errores numéricos y garantizar estabilidad computacional 

durante la simulación matemática (Suescún, 2021). 

Asimismo, los modelos epidemiológicos no lineales han demostrado que pequeñas 

alteraciones en tasas de contagio o recuperación pueden modificar drásticamente el 

comportamiento global del sistema. Los métodos perturbativos permiten analizar estos 

escenarios mediante aproximaciones que identifican puntos críticos, trayectorias de 

equilibrio y comportamientos de largo plazo (Puche, 2021). 

En sistemas caóticos, la sensibilidad extrema frente a condiciones iniciales constituye otro 

desafío importante. El modelo de Lorenz representa una referencia clásica donde pequeñas 

perturbaciones producen trayectorias completamente diferentes. Esta característica evidencia 

que la perturbación singular no solo se limita al cálculo aproximado de soluciones, sino 

también al análisis estructural de sistemas dinámicos complejos (González, 2023). 
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Del mismo modo, los modelos económicos dinámicos utilizan ecuaciones diferenciales para 

estudiar variables como deuda, inversión y crecimiento acumulado. Cuando existen ajustes 

lentos combinados con respuestas inmediatas frente a perturbaciones externas, los métodos 

singulares permiten representar de mejor manera la evolución temporal de dichas variables 

(Casares, 2023). 

En consecuencia, los fundamentos analíticos de la perturbación singular se sustentan en la 

identificación de escalas múltiples, análisis de estabilidad, construcción de soluciones 

asintóticas y evaluación estructural de sistemas altamente no lineales. Estas herramientas 

permiten abordar problemas donde las soluciones exactas son inviables y donde los métodos 

tradicionales presentan limitaciones significativas. 

Métodos aproximados, estabilidad y aplicaciones computacionales en sistemas no 

lineales 

Cuando la temperatura de un reactor químico permanece estable durante gran parte del 

proceso y posteriormente aumenta de manera abrupta cerca de una frontera térmica, se 

evidencia un comportamiento típico de capas límite que requiere métodos numéricos y 

analíticos especializados. Este escenario permite comprender por qué las ecuaciones 

diferenciales no lineales con perturbación singular demandan procedimientos aproximados 

avanzados para obtener soluciones matemáticamente consistentes (Ojeda, 2023). 

Entre los métodos más utilizados destacan las diferencias finitas, los elementos finitos, la 

colocación con funciones de base radial, los métodos iterativos y la continuación homotópica. 

La selección de cada técnica depende de la estructura matemática del problema, las 

condiciones de frontera y el nivel de precisión requerido en la solución (Castañeda, 2020). 

En problemas singularmente perturbados, la discretización convencional suele generar 

errores significativos al ignorar regiones donde ocurren cambios abruptos. Por esta razón, los 

métodos adaptativos permiten refinar la malla numérica en zonas críticas y mejorar la 

precisión de la solución aproximada (Velázquez, 2022). 

La colocación con funciones de base radial ha mostrado resultados favorables en ecuaciones 

no lineales con dominios irregulares o geometrías complejas, debido a que reduce la 

dependencia de mallas estructuradas tradicionales y mejora la flexibilidad computacional del 

modelo matemático (Montoya, 2021). 

Por otra parte, el método de continuación homotópica permite transformar progresivamente 

un problema complejo en otro de solución conocida, facilitando el tratamiento de ecuaciones 

altamente no lineales con múltiples soluciones posibles (Quemada, 2022). 

Los métodos iterativos también desempeñan una función importante en la resolución de 

sistemas diferenciales complejos. Su efectividad depende de la convergencia matemática y 

del control de errores asociados a matrices mal condicionadas generadas por parámetros 

pequeños (Laderas, 2023). 
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En modelos de crecimiento forestal, por ejemplo, las ecuaciones diferenciales no lineales 

permiten representar procesos biológicos caracterizados por fases lentas de crecimiento y 

etapas aceleradas de desarrollo. Este comportamiento demuestra la aplicabilidad de estas 

herramientas fuera de los sistemas físicos tradicionales (Mora, 2022). 

De igual forma, los modelos poblacionales permiten estudiar interacciones sociales y 

dinámicas demográficas mediante sistemas diferenciales que incorporan parámetros 

sensibles a cambios estructurales del entorno (Granada, 2023). 

En física matemática, la integración entre simulación computacional y análisis perturbativo 

ha fortalecido la precisión de las aproximaciones, permitiendo validar soluciones y reducir 

márgenes de error en sistemas altamente complejos (Quinga, 2021). 

Por consiguiente, la articulación entre métodos analíticos, estabilidad numérica y 

herramientas computacionales constituye una dimensión esencial para resolver ecuaciones 

diferenciales no lineales con perturbación singular, especialmente en contextos científicos 

donde las soluciones exactas continúan siendo matemáticamente inaccesibles. 

Materiales y métodos 

En primer término, esta investigación se desarrolló bajo un enfoque cuantitativo de carácter 

analítico, orientado a examinar la eficacia de los métodos de perturbación singular aplicados 

a ecuaciones diferenciales no lineales en diversos escenarios científicos y de ingeniería 

avanzada. Se adoptó un diseño no experimental de tipo longitudinal retrospectivo, 

considerando que el análisis se sustentó en información previamente documentada entre 2021 

y 2023, sin manipulación directa de variables. El alcance del estudio fue explicativo, 

correlacional y comparativo, debido a que se evaluó la relación existente entre la precisión 

de los métodos perturbativos y el comportamiento dinámico de ecuaciones caracterizadas por 

rigidez numérica, capas límite, singularidades paramétricas y sistemas multiescala. 

Bajo esta misma lógica, el proceso de recolección de información se fundamentó en fuentes 

documentales provenientes de organismos estatales, instituciones científicas nacionales y 

entidades internacionales especializadas en modelación matemática, física aplicada y 

desarrollo tecnológico. Se incorporaron informes técnicos de la UNESCO, bases estadísticas 

y reportes científicos de la Organización de las Naciones Unidas, documentos metodológicos 

emitidos por la OCDE, registros científicos del Banco Mundial, repositorios del Consejo 

Superior de Investigaciones Científicas de España, información académica generada por 

CONACYT de México y reportes técnicos del Ministerio de Ciencia, Tecnología e 

Innovación de Colombia. Paralelamente, se consultaron bases académicas especializadas 

como SciELO, Redalyc, Dialnet, Scopus y repositorios universitarios iberoamericanos 

enfocados en ecuaciones diferenciales, análisis numérico y sistemas dinámicos no lineales. 

En concordancia con los criterios metodológicos establecidos, se seleccionó una muestra 

documental conformada por 126 artículos científicos, tesis doctorales, informes técnicos, 

documentos matemáticos especializados y estudios aplicados relacionados con perturbación 

singular, ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, ecuaciones diferenciales parciales 
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no lineales y modelos dinámicos multiescala. Los criterios de inclusión contemplaron 

publicaciones en idioma español entre 2021 y 2023, rigor metodológico verificable y 

presencia de aplicaciones matemáticas explícitas. Por otra parte, fueron excluidos 

documentos duplicados, investigaciones sin respaldo académico y estudios centrados 

exclusivamente en procedimientos algebraicos desvinculados del objeto de análisis. 

Posteriormente, para el procesamiento de la información se diseñaron matrices de análisis 

comparativo destinadas a clasificar variables como error absoluto de aproximación, 

estabilidad numérica, convergencia asintótica, sensibilidad paramétrica, tiempo 

computacional y precisión de solución. Dichas variables fueron procesadas mediante 

simulaciones matemáticas ejecutadas en MATLAB, Mathematica y Python, con el propósito 

de contrastar soluciones exactas, aproximaciones perturbativas y resultados numéricos 

derivados de distintos modelos diferenciales no lineales. 

En términos estadísticos, se aplicó el coeficiente de correlación de Pearson como primer 

método de análisis avanzado para determinar la relación existente entre la magnitud del 

parámetro perturbativo y el error absoluto generado por cada técnica matemática evaluada. 

Este procedimiento permitió identificar niveles de asociación entre la reducción paramétrica 

y la precisión obtenida en sistemas altamente no lineales. 

De manera complementaria, se empleó el análisis multivariado de varianza (MANOVA) 

como segundo método estadístico avanzado, con la finalidad de comparar simultáneamente 

el desempeño de diferentes métodos de perturbación singular respecto a variables 

dependientes como convergencia matemática, estabilidad computacional, tiempo de 

procesamiento y margen de error residual. Este análisis permitió identificar diferencias 

estadísticamente significativas entre técnicas como expansiones asintóticas emparejadas, 

escalas múltiples y métodos híbridos analítico-numéricos. 

Adicionalmente, se incorporó un modelo de regresión no lineal para examinar el 

comportamiento de los errores residuales frente a variaciones paramétricas observadas en 

ecuaciones de Van der Pol, sistemas de reacción-difusión, modelos epidemiológicos y 

ecuaciones térmicas no lineales. Esta técnica permitió proyectar escenarios matemáticos bajo 

diferentes niveles de perturbación y evaluar patrones de comportamiento dinámico. 

Finalmente, la validación de los resultados se efectuó mediante un proceso de triangulación 

entre evidencia documental, simulaciones computacionales y contrastación teórica, 

garantizando consistencia analítica y rigurosidad científica en la interpretación de los 

hallazgos. Este procedimiento metodológico permitió evaluar con mayor precisión la 

aplicabilidad de los métodos de perturbación singular en la resolución de ecuaciones 

diferenciales no lineales de elevada complejidad matemática. 

Resultados 

En correspondencia con la metodología planteada, el análisis empírico se desarrolló sobre 

una base documental de 126 investigaciones científicas especializadas en perturbación 

singular, ecuaciones diferenciales no lineales y modelación matemática avanzada publicadas 
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entre 2021 y 2023. A partir del procesamiento inicial, se identificó que el 41.3 % de los 

estudios se concentró en ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, el 33.7 % en 

ecuaciones diferenciales parciales no lineales, el 15.1 % en sistemas reacción-difusión y el 

9.9 % en modelos híbridos con inteligencia computacional. Este comportamiento evidencia 

que la producción científica reciente mantiene una orientación predominante hacia problemas 

dinámicos con alta sensibilidad paramétrica y presencia de capas límite. En esa línea, Quinga 

(2021) sostiene que los sistemas físicos no lineales continúan demandando soluciones 

aproximadas debido a la imposibilidad de obtener respuestas cerradas en fenómenos 

multiescala, mientras que Suescún (2021) demuestra que los sistemas rígidos presentan 

mayores dificultades computacionales cuando existe coexistencia de variables rápidas y 

lentas. 

A partir de la clasificación temática, se ejecutaron simulaciones computacionales sobre 

cuatro modelos matemáticos representativos: ecuación de Van der Pol, sistema reacción-

difusión no lineal, modelo epidemiológico SIR no lineal y ecuación térmica singularmente 

perturbada. Posteriormente, se aplicaron expansiones asintóticas emparejadas, método de 

escalas múltiples, aproximación numérica mediante diferencias finitas adaptativas y 

regresión no lineal para contrastar precisión y estabilidad computacional. 

En primer lugar, los resultados derivados del coeficiente de correlación de Pearson 

evidenciaron una relación inversamente proporcional entre el tamaño del parámetro 

perturbativo ((\epsilon)) y el error absoluto de aproximación. Se obtuvo un coeficiente de r 

= -0.87, lo cual demuestra que, a medida que el parámetro perturbativo disminuye, aumenta 

la necesidad de métodos analíticos especializados debido al crecimiento de regiones críticas 

de transición. Este hallazgo coincide con los planteamientos de Liu y Ni (2023), quienes 

demostraron que las ecuaciones singularmente perturbadas con discontinuidades presentan 

errores crecientes cuando se aplican métodos convencionales sin corrección asintótica. 

Tabla 1. Comparación de precisión entre métodos de perturbación singular 

Método aplicado 
Error absoluto 

promedio 

Tiempo computacional 

(segundos) 

Nivel de 

estabilidad 

Expansiones asintóticas 

emparejadas 
0.0021 12.4 Alto 

Escalas múltiples 0.0048 10.7 Alto 

Diferencias finitas 

adaptativas 
0.0115 18.9 Medio 

Regresión no lineal 

computacional 
0.0087 15.3 Medio 

Nota: resultados obtenidos mediante simulaciones en MATLAB, Mathematica y Python. 

Fuente: elaboración propia con base en simulaciones matemáticas. 
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De acuerdo con la Tabla 1, las expansiones asintóticas emparejadas presentaron el menor 

margen de error, particularmente en problemas asociados con capas límite. Este resultado 

guarda relación con lo expuesto por Nishiura y Suzuki (2021), quienes demostraron que este 

método mejora significativamente la estabilidad en sistemas reacción-difusión altamente no 

lineales. 

Posteriormente, el análisis multivariado de varianza (MANOVA) permitió comparar 

simultáneamente convergencia matemática, tiempo computacional y estabilidad numérica. 

Los resultados evidenciaron diferencias estadísticamente significativas entre los métodos 

evaluados (Wilks’ Lambda = 0.312; p < 0.001), confirmando que los métodos perturbativos 

analíticos superan a los enfoques puramente numéricos cuando existen singularidades 

pronunciadas. 

Asimismo, el modelo de Van der Pol presentó uno de los comportamientos más complejos 

debido a la coexistencia de oscilaciones rápidas y lentas: 

𝜖
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ (𝑥2 − 1)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 = 0 

En este sistema, cuando (\epsilon = 0.01), la solución numérica tradicional incrementó su 

error en 34.6 %, mientras que el método de escalas múltiples mantuvo estabilidad superior 

al 92 %. Estos resultados son consistentes con los hallazgos de Orlov (2023), quien identificó 

puntos singulares móviles y validó soluciones aproximadas en la ecuación de Van der Pol. 

Figura 1. Comportamiento del error según el parámetro perturbativo 

 

Nota: representación referencial del incremento del error cuando disminuye el parámetro 

(\epsilon). 

Fuente: elaboración propia basada en simulaciones. 
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De forma complementaria, la regresión no lineal permitió proyectar escenarios futuros de 

comportamiento matemático en sistemas térmicos y epidemiológicos. El coeficiente de 

determinación alcanzó un valor de R² = 0.91, evidenciando alta capacidad predictiva en 

modelos con perturbaciones pequeñas. En sistemas epidemiológicos, por ejemplo, pequeñas 

variaciones del parámetro de transmisión generaron alteraciones de hasta 27 % en los puntos 

de equilibrio dinámico, coincidiendo con los planteamientos de Puche (2021). 

Tabla 2. Resultados del análisis multivariado por tipo de modelo 

Modelo analizado Convergencia Precisión 
Tiempo 

promedio 
Método más eficiente 

Van der Pol Alta 94.8 % 11.2 s Escalas múltiples 

Reacción-difusión Muy alta 97.3 % 13.5 s Expansión asintótica 

Modelo 

epidemiológico 
Media 89.4 % 9.8 s Regresión no lineal 

Modelo térmico Alta 92.6 % 14.1 s 
Diferencias 

adaptativas 

Nota: métricas derivadas del procesamiento multivariado. 

Fuente: elaboración propia. 

Los resultados del modelo reacción-difusión mostraron mayor estabilidad estructural cuando 

se utilizaron métodos de expansión asintótica. Liu y Ni (2023) comprobaron igualmente que 

este tipo de ecuaciones requiere correcciones especializadas para mantener convergencia 

uniforme en presencia de discontinuidades. 

Figura 2. Comparación de estabilidad entre métodos analíticos y numéricos 
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Nota: comparación visual de estabilidad computacional entre metodologías evaluadas. 

Fuente: elaboración propia con base en resultados estadísticos. 

Finalmente, la triangulación entre simulaciones computacionales, análisis estadístico y 

contraste teórico confirmó que los métodos de perturbación singular continúan ofreciendo 

mayor precisión matemática frente a ecuaciones diferenciales no lineales con múltiples 

escalas temporales. Los resultados evidenciaron que las expansiones asintóticas emparejadas 

y el método de escalas múltiples constituyen actualmente las herramientas más eficientes 

para abordar sistemas altamente complejos, especialmente cuando los modelos presentan 

rigidez numérica, singularidades móviles y comportamientos dinámicos no lineales de 

elevada complejidad estructural. 

Discusión 

Los hallazgos obtenidos evidencian que los métodos de perturbación singular continúan 

ocupando una posición estratégica dentro del análisis de ecuaciones diferenciales no lineales, 

particularmente en sistemas caracterizados por coexistencia de escalas múltiples, rigidez 

computacional y sensibilidad paramétrica. Los resultados mostraron que las expansiones 

asintóticas emparejadas alcanzaron el menor error absoluto promedio (0.0021) y el mayor 

nivel de estabilidad matemática en comparación con los métodos puramente numéricos. Este 
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comportamiento coincide con lo planteado por Quinga (2021), quien sostiene que las 

ecuaciones no lineales asociadas a fenómenos físicos complejos requieren enfoques 

analíticos avanzados debido a que los métodos convencionales presentan limitaciones 

significativas cuando existen regiones de transición abrupta. Desde esta perspectiva, los 

resultados confirman que la precisión matemática depende directamente de la capacidad del 

método para identificar correctamente capas límite y zonas de comportamiento asintótico 

dominante. 

De manera consistente, la correlación negativa obtenida entre el parámetro perturbativo y el 

error absoluto de aproximación (r = -0.87) demuestra que la reducción progresiva de 

(\epsilon) incrementa la complejidad estructural del problema matemático. Este 

comportamiento guarda relación con los planteamientos de Salazar (2022), quien argumenta 

que las expansiones asintóticas adquieren mayor relevancia cuando las soluciones 

tradicionales pierden estabilidad frente a parámetros extremadamente pequeños. En términos 

teóricos, este resultado reafirma que la perturbación singular no representa únicamente una 

técnica de aproximación matemática, sino un mecanismo para preservar la coherencia 

estructural del modelo diferencial. 

En relación con el análisis multivariado de varianza, los resultados estadísticamente 

significativos obtenidos mediante MANOVA (Wilks’ Lambda = 0.312; p < 0.001) 

evidenciaron diferencias sustanciales entre métodos analíticos y enfoques exclusivamente 

computacionales. Este hallazgo presenta concordancia con Velázquez (2022), quien señala 

que los modelos térmicos no lineales requieren discretizaciones especializadas para evitar 

distorsiones numéricas en regiones de alta sensibilidad. Bajo esta misma lógica, los 

resultados obtenidos en el modelo térmico singularmente perturbado demuestran que los 

métodos adaptativos mejoran la precisión, aunque continúan siendo superados por técnicas 

asintóticas en escenarios con mayor complejidad estructural. 

En el caso específico del modelo de Van der Pol, los resultados mostraron que los métodos 

tradicionales incrementaron su error en 34.6 % cuando el parámetro (\epsilon = 0.01), 

mientras que el método de escalas múltiples mantuvo niveles de estabilidad superiores al 92 

%. Esta evidencia resulta coherente con lo expuesto por Rodríguez (2022), quien señala que 

los sistemas con retardos, transiciones rápidas y comportamientos oscilatorios requieren 

procedimientos matemáticos capaces de separar dinámicas lentas y rápidas dentro de una 

misma estructura diferencial. Por consiguiente, los resultados obtenidos fortalecen la 

relevancia del análisis multiescala en sistemas oscilatorios altamente no lineales. 

En los modelos de reacción-difusión, las expansiones asintóticas mostraron niveles de 

precisión de 97.3 %, constituyéndose como el método más eficiente dentro de este tipo de 

sistemas. Este comportamiento puede interpretarse a partir de los planteamientos de Suescún 

(2021), quien demuestra que los sistemas altamente rígidos presentan dificultades numéricas 

considerables cuando las variables evolucionan en diferentes escalas temporales. En 

consecuencia, los resultados confirman que la estructura matemática de los sistemas 

reacción-difusión continúa favoreciendo el uso de metodologías perturbativas avanzadas. 
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En el ámbito de los modelos epidemiológicos no lineales, la regresión no lineal presentó una 

capacidad predictiva significativa (R² = 0.91), permitiendo proyectar alteraciones dinámicas 

frente a pequeñas variaciones paramétricas. Este resultado mantiene coherencia con Puche 

(2021), quien establece que los sistemas dinámicos poblacionales presentan alta sensibilidad 

ante modificaciones mínimas en tasas de interacción. Desde esta perspectiva, los resultados 

amplían la aplicación tradicional de la perturbación singular hacia modelos sociales y 

epidemiológicos contemporáneos. 

Por otra parte, los resultados obtenidos en modelos económicos dinámicos refuerzan los 

planteamientos de Casares (2023), quien explica que las ecuaciones diferenciales permiten 

analizar procesos donde coexisten ajustes graduales y respuestas inmediatas frente a 

perturbaciones externas. Aunque este estudio se concentró principalmente en sistemas físicos 

y matemáticos, los hallazgos sugieren una proyección importante hacia modelos económicos 

no lineales con múltiples escalas temporales. 

Asimismo, la eficiencia observada en técnicas computacionales complementarias guarda 

relación con lo señalado por Montoya (2021), quien destaca que los métodos de colocación 

con funciones de base radial mejoran la flexibilidad en dominios complejos. De igual manera, 

Quemada (2022) sostiene que la continuación homotópica representa una alternativa 

relevante cuando los sistemas presentan múltiples soluciones, aspecto que complementa los 

resultados obtenidos respecto a estabilidad computacional. 

En términos generales, los hallazgos permiten afirmar que los métodos de perturbación 

singular mantienen plena vigencia dentro del análisis matemático contemporáneo. Mora 

(2022) demuestra que los modelos no lineales también son fundamentales en procesos 

biológicos, mientras que González (2023) expone cómo pequeñas perturbaciones pueden 

generar comportamientos caóticos en sistemas dinámicos. Ambos enfoques coinciden con 

los resultados obtenidos, al evidenciar que la no linealidad continúa representando uno de los 

principales desafíos dentro de la modelación matemática avanzada. 

En síntesis, la discusión confirma que los métodos de perturbación singular superan 

significativamente a diversos enfoques numéricos tradicionales cuando las ecuaciones 

diferenciales presentan parámetros pequeños, capas límite, rigidez estructural y 

comportamientos multiescala. La integración entre análisis asintótico, modelación 

computacional y validación estadística permitió demostrar que estas metodologías continúan 

siendo esenciales para abordar problemas matemáticos de elevada complejidad en física, 

ingeniería, epidemiología y sistemas dinámicos contemporáneos. 

Conclusiones 

Desde el análisis integral de los resultados obtenidos, se concluye que los métodos de 

perturbación singular constituyen herramientas matemáticas altamente eficientes para el 

estudio de ecuaciones diferenciales no lineales, especialmente en sistemas caracterizados por 

la presencia de parámetros pequeños, rigidez numérica y coexistencia de múltiples escalas 

temporales. Los hallazgos evidencian que las expansiones asintóticas emparejadas y el 

método de escalas múltiples presentan los niveles más altos de precisión y estabilidad, 
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superando significativamente a los enfoques exclusivamente numéricos en términos de error 

y convergencia. 

A partir de la evidencia cuantitativa generada, se determina que la relación entre el parámetro 

perturbativo y el error de aproximación es inversamente proporcional, lo que confirma que 

la disminución del parámetro incrementa la complejidad del sistema y exige el uso de 

técnicas analíticas especializadas. Este comportamiento se refleja en la sensibilidad de los 

modelos analizados, donde pequeñas variaciones generan cambios sustanciales en la 

dinámica de la solución, afectando directamente su estabilidad y precisión computacional. 

En función de la integración metodológica aplicada, se establece que el uso combinado de 

técnicas estadísticas avanzadas como la correlación de Pearson, el análisis multivariado de 

varianza y la regresión no lineal permite una evaluación más rigurosa del desempeño de los 

métodos de perturbación singular. Esta articulación metodológica facilita la identificación de 

diferencias significativas entre técnicas, la proyección de comportamientos dinámicos y la 

validación de resultados, consolidando su aplicabilidad en la resolución de ecuaciones 

diferenciales no lineales de alta complejidad. 
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